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1.  Введение 

Предлагаемые методические указания предназначены для 
студентов 1–4 курсов МФТИ, выполняющих работы в лабо-
раторном практикуме. Изложены основы планирования экс-
перимента, анализа экспериментальных данных, правила ве-
дения лабораторного журнала и оформления результатов 
эксперимента.  

2. Измерение физических величин  

Типы величин 

Предметом исследования в науке являются самые разные 
объекты. При всем разнообразии их характеристик они де-
лятся на качественные (цвет, наличие признака) и количест-
венные (вес, длина, площадь, объем, скорость изменения). В 
этой работе рассматриваются только количественные вели-
чины.  

Для определения абсолютного значения некоторой физи-
ческой величины ее сравнивают с эталоном, который счита-
ется единицей величины. Например, единицей длины являет-
ся метр, времени – секунда и т.д. При этом нужно понимать, 
что в процессе эксперимента экспериментатор сравнивает 
измеряемую величину не с основным эталоном, а с показа-
ниями некоторого прибора – вторичным эталоном, который 
через иерархию других эталонов может быть приведен к пер-
вичному эталону. 

Различают прямое и косвенное измерения. Наиболее про-
стым является прямое измерение, при котором искомое зна-
чение величины находят непосредственно с помощью изме-
рительного прибора. Например, длина измеряется линейкой, 
напряжение – вольтметром, температура – термометром и 
т.п. Если прямые измерения невозможны, используют кос-
венные измерения. В них искомое значение величины нахо-
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дят на основании известной зависимости этой величины от 
других, допускающих прямое измерение. Например, сред-
нюю плотность тела можно измерить по его массе и геомет-
рическим размерам, электрическое сопротивление резистора 
– по падению напряжения на нем и току через него и т.п. 

Измерения могут быть выполнены как однократные и 
многократные. Однократное измерение дает единственный 
результат, который принимают за окончательный результат 
измерения значения искомой величины. Многократное изме-
рение проводят путем повторения однократных измерений 
одной и той же постоянной физической величины, оно при-
водит к получению набора данных. Окончательный результат 
многократного измерения, как правило, находят из набора 
данных в виде среднего арифметического результатов всех 
отдельных измерений. 

Физические величины, встречающиеся в эксперименте, 
относят к следующим основным типам.  

Случайная величина. Такая физическая величина свя-
зана со случайными процессами, поэтому результат отдель-
ного измерения не может быть однозначно предсказан зара-
нее. Вместе с тем проведение достаточно большого количе-
ства измерений случайной величины позволяет установить, 
что результаты измерений отвечают определенным статисти-
ческим закономерностям. Их выявление, изучение и учет со-
ставляют неотъемлемую часть любого эксперимента. В каче-
стве случайных величин можно рассматривать, например, 
скорость молекулы газа в фиксированный момент времени, 
отклонение значения амплитуды сетевого напряжения от но-
минальной величины, время, необходимое для распада ядра 
радиоактивного атома, и т.п.  

Постоянная величина. К таким величинам должны быть 
отнесены физические постоянные, например, скорость света 
в вакууме, заряд электрона, постоянная Больцмана и т.п. 
Можно считать постоянными величинами также некоторые 
характеристики конкретного объекта, находящегося при 
фиксированных условиях. Этот тип физических величин ча-
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ще всего встречается в экспериментах, например, при опре-
делении длины образца, его массы, теплоемкости и т.п. Од-
нако многократные измерения постоянной величины могут 
дать неодинаковые результаты. Дело в том, что результаты 
измерений подвержены неконтролируемым, а значит, неуч-
тенным, влияниям многочисленных воздействий внешней 
среды, включая неконтролируемые процессы в исследуемых 
объектах и используемых измерительных приборах. Вследст-
вие этого постоянная величина зачастую проявляет себя как 
случайная величина, а результаты ее измерений отражают 
случайную природу воздействий и отвечают определенным 
статистическим закономерностям. Именно поэтому для обра-
ботки результатов измерения постоянной величины естест-
венно использовать методы, характерные для обработки ре-
зультатов измерения случайной величины. 

Изменяющаяся (переменная) величина. Такая величина 
закономерно меняется с течением времени вследствие про-
цессов, проходящих в исследуемом объекте. Примерами мо-
гут служить: скорость сложной химической реакции, затуха-
ние амплитуды колебаний свободного маятника и т.п. Изме-
рения, проводимые в различные моменты времени, фикси-
руют величину в новых условиях. Набор результатов одно-
кратных измерений представляет собой результаты принци-
пиально неповторимых измерений, так как время нельзя по-
вернуть вспять, а измерение в целом не может расцениваться 
как многократное. 

Особого внимания заслуживает нестабильная величина. 
Она меняется с течением времени без каких бы то ни было 
статистических закономерностей. К основной характеристике 
нестабильной величины следует отнести отсутствие у экспе-
риментатора информации о ее зависимости от времени. Из-
мерения такой величины дают набор данных, не несущих 
сколько-нибудь полезных сведений. Вместе с тем нестабиль-
ная величина может быть переведена в разряд изменяющихся 
величин, если экспериментально или теоретически установ-
лена закономерность в зависимости ее от времени. 
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Типы погрешностей измерений 

Погрешность – количественная характеристика неодно-
значности результата измерения. Ее оценивают исходя из 
всей информации, накопленной при подготовке и выполне-
нии измерений. Эту информацию обрабатывают для совме-
стного определения окончательного результата измерения и 
его погрешности. Окончательный результат нельзя расцени-
вать как “истинное значение” измеряемой физической вели-
чины, так как в этом нет смысла из-за наличия погрешности. 

Погрешность может быть выражена в единицах измеряе-
мой величины x, в таком случае она обозначается Δx и носит 
название абсолютной погрешности. Однако абсолютная по-
грешность не отражает качества измерений: например, абсо-
лютная погрешность 1 мм при измерении размеров помеще-
ния свидетельствует о высоком качестве измерения, та же 
погрешность совершенно неприемлема при измерении диа-
метра тонкой проволоки.  

Критерием качества измерения является отношение абсо-
лютной погрешности к окончательному результату измере-
ния: 

xx
x

δ Δ
= .    (2.1) 

Это отношение безразмерно. Величину δx называют от-
носительной погрешностью и используют как в абсолют-
ном, так и в процентном выражении. Высокой точности из-
мерения соответствует малое значение относительной по-
грешности.  

Основные типы погрешностей: 
Промахи или грубые погрешности – возникают вслед-

ствие неисправности измерительных приборов или ошибок в 
эксперименте, сделанных по невнимательности. Естественно 
стремление избегать промахи, но если стало понятно, что они 
все-таки допущены, соответствующие им результаты изме-
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рений необходимо отбросить и при возможности повторить 
эксперимент в этой области значений. 

Приборная погрешность – систематическая погреш-
ность, присутствующая в результатах измерений, выполнен-
ных с помощью любого измерительного прибора. Приборная 
погрешность, как правило, неизвестна и не может быть учте-
на. Ее можно оценить только путем сравнения показаний 
прибора с показаниями другого, более точного. Иногда ре-
зультаты специально проведенного сравнения приводят в 
паспорте прибора, однако чаще указывают максимально воз-
можную погрешность для приборов данного типа. 

Модельная погрешность. В основу любого эксперимен-
тального исследования, сопряженного с измерениями, зало-
жена модель. Модель содержит физическое описание иссле-
дуемого объекта или процесса, которое позволяет составить 
его математическое описание, а именно, набор функциональ-
ных соотношений, включающих физические величины. Не-
верно построенная модель, в которой не нашли отражения 
какие-то важные процессы или факторы, влияющие на ре-
зультат измерений, также приводит к несоответствиям. Как 
следствие, измеряемые в эксперименте величины, вычисляе-
мые по полученным из модели рабочим формулам, содержат 
погрешности, которые носят название модельных погрешно-
стей. К разряду модельных может быть отнесена погреш-
ность взвешивания на рычажных весах. Согласно закону Ар-
химеда вес тела и гирь уменьшается из-за действия выталки-
вающей силы воздуха. Напомним, что вес 1 м3 воздуха равен 
примерно 10 ньютонов. Для того чтобы правильно найти 
массу взвешиваемого тела, нужно ввести поправки на потерю 
веса гирями и самим телом. Вместе с тем, как и при любых 
измерениях, здесь необходим разумный подход. Например, 
при работе с грубыми техническими весами бессмысленно 
вводить поправку на Архимедову силу, так как она окажется 
много меньше погрешностей, вносимых в результат измере-
ния гирями и самими весами. 
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Случайные погрешности – при повторных измерениях 
погрешности этого типа показывают свою случайную приро-
ду. Возникают они вследствие множества причин, совмест-
ное воздействие которых на каждое отдельное измерение не-
возможно учесть или заранее установить. Такими причинами 
могут оказаться, к примеру, незначительные колебания тем-
пературы различных деталей и узлов установки, скачки на-
пряжения, вибрации, турбулентные движения воздуха, тре-
ние в механизмах, ошибки считывания показаний приборов и 
т.п. Единственно возможный способ объективного учета слу-
чайных погрешностей состоит в определении их статистиче-
ских закономерностей, проявляющихся в результатах много-
кратных измерений. Рассчитанные статистические оценки 
вносят в окончательный результат измерения. 

Одной из грубейших ошибок, которые допускают школь-
ники и студенты, является нахождение погрешности измере-
ния как  

e tx x xΔ = − , 
где ex  – полученное в процессе эксперимента среднее 

значение величины, tx  – значение, взятое из справочника 
или рассчитанное исходя из теоретических представлений. 
Целью эксперимента является именно проверка существую-
щих теорий и уточнение табличных значений (смотрите раз-
дел 10 о статистической проверке гипотез). 

С другой стороны, при выполнении учебных лаборатор-
ных работ полезно сравнить полученные результаты со спра-
вочными табличными величинами и в случае значительного 
их расхождения проанализировать, какие экспериментальные 
факторы и модельные погрешности могли привести к этому. 

3. Случайные величины и их характеристики 

Основным типом погрешностей, изучению которых по-
священо последующее изложение, являются случайные по-
грешности. Они поддаются строгому математическому опи-
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санию, что позволяет делать выводы о качестве измерений, в 
которых они присутствуют. 

Случайная величина x полностью задается плотностью 
вероятности ( )xρ  (другие названия – распределение веро-
ятности, распределение величины x).  

Среднее значение x  измеряемой величины x указыва-
ет центр распределения, около которого группируются ре-
зультаты отдельных измерений: 

1

1 n

i
i

x x
n =

= ∑ .   (3.1) 

Дисперсию вводят как средний квадрат отклонения от-
дельных результатов от среднего значения случайной вели-
чины: 

( ) (2 22 2

1

1
1 1

n

i
i

n )x x x
n n

σ
=

= − = −
− −∑ x . (3.2) 

Коэффициент 1n −  появляется, поскольку в связи с ко-
нечным количеством экспериментов вычисленное среднее 
значение x  отличается от предельного (получаемого при 

), и такая поправка дает возможность получить не-
смещенную оценку для дисперсии. 
n → ∞

Среднее квадратичное отклонение, называемое также 
стандартным, определяют как квадратный корень из дис-
персии: 

( ) ( )2 22

1

1
1 1

n

i
i

nx x x
n n

σ
=

= − = −
− −∑ x  (3.3) 

Эта величина характеризует разброс результатов отдель-
ных измерений вокруг среднего значения, получаемого после 
обработки всех данных многократного измерения. Конечно, 
точные значения σ и x  являются предельными величина-
ми, так как могут быть получены лишь тогда, когда полное 
количество проведенных измерений достаточно велико, в 
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пределе при . При конечных n правильнее использо-
вать термин 

n → ∞
экспериментальная оценка, который в равной 

мере относится и к среднему значению, и к дисперсии. 

4. Нормальное распределение и его свойства  

Нормальное распределение 

При обработке данных измерений в науке и технике 
обычно предполагают нормальный закон распределения слу-
чайных погрешностей измерений. Оно всегда проявляется 
тогда, когда суммарная погрешность есть результат неучтен-
ного совместного воздействия множества причин, каждая из 
которых дает малый вклад в погрешность. Причем совер-
шенно неважно, по какому закону распределен каждый из 
вкладов в отдельности. 

Свойства нормально распределенной случайной величи-
ны x: 

1. ;  ( );x ∈ −∞ +∞

2. плотность вероятности ( )xρ  является непрерыв-
ной функцией; 

3. центр распределения случайной величины одно-
временно является центром симметрии; 

4. малые отклонения встречаются чаще больших, 
другими словами, реализуются с большей вероят-
ностью.  

Соответствующее функциональное выражение для рас-
пределения задает формула Гаусса: 

( ) ( )2

2

1 exp
22

x x
xρ

σσ π

⎡ ⎤−
⎢ ⎥= −
⎢ ⎥⎣ ⎦

, (4.1) 

где σ2 и x  – дисперсия и среднее значение распределения. 
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Вероятность того, что результат измерения попадет в ин-
тервал [ ]1 2;x x , равна 

( ) (
2

1

1 2

x

x

P x x x x dxρ≤ ≤ = ∫ ) .  (4.2) 

В скобках после P указано событие, для которого вычис-
лена вероятность. При увеличении границ промежутка в обе 
стороны до бесконечности интеграл от функции распределе-

ния ( ) 1x dxρ
+∞

−∞

=∫ , т.е. попадание результата измерения в 

диапазон  является достоверным событием. ( ;x ∈ −∞ +∞)
Пусть xΔ  – произвольное отклонение от средней вели-

чины x . Введем ε – величину отношения полуширины ин-
тервала Δx к среднему квадратичному отклонению σ:  

xε
σ
Δ

=     (4.3) 

В таблице 1 указана вероятность α: 
( )P x x xα εσ εσ= − ≤ ≤ +   (4.4) 

 
Таблица  1   

Нормальное распределение: доверительные интервалы 
( ;Δ + Δ )x - x x x  для доверительной вероятности α (в 

долях ε) 
 

α 0,68 0,90 0,95 0,990 0,997 0,999 
ε 1,0 1,65 2,0 2,6 3,0 3,3 

 
Ее также можно рассчитать по приближенному выраже-

нию: 
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221 exp εα
π

⎛ ⎞
≈ − −⎜

⎝ ⎠
⎟    (4.5) 

Правило «3 стандартов» 

Видно, что результат измерения с вероятностью около 
68% попадет в интервал ( );x xσ σ− + , т.е. примерно ка-

ждое третье измерение даст результат за пределами этого 
интервала. За пределами интервала ( )2 ; 2x xσ σ− +  

окажется 5% результатов, а для интервала 
( 3 ; 3x x )σ σ− +  – только один из трехсот. Значит, интер-

вал ( 3 ; 3x x )σ σ− +  является почти достоверным, так как 

подавляющее большинство отдельных результатов много-
кратного измерения случайной величины окажется сосредо-
точенным именно в нем.

При обработке результатов эксперимента часто исполь-
зуется «правило 3σ», или правило «трех стандартов», которое 
основано на указанном свойстве нормального распределения. 
С учетом проведенного выше анализа можно установить на-
личие промаха в результате отдельного измерения, а значит, 
отбросить его, если результат измерения более чем на 3σ 
отличается от измеренного среднего значения случайной ве-
личины. 

В то же время стоит более тщательно повторить измере-
ния в этой области параметров – возможно, данный результат 
измерения не является промахом, а свидетельствует о нали-
чии необычного поведения изучаемой системы, которое не 
укладывается в рамки существующей модели, т.е. речь идет 
об открытии нового качественного состояния (например, ли-
нии резонансного поглощения в спектре). 
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Коэффициент Стьюдента 

Случайные погрешности, как уже отмечено, проявляются 
в разбросе результатов отдельных измерений постоянной ве-
личины. С увеличением количества измерений n оценка зна-
чения величины σ  практически перестает зависеть от n, то 
есть уменьшается неточность при оценивании погрешности 
отдельного измерения. С ростом n также стабилизируется 
оценка x . Следовательно, должна уменьшаться погреш-
ность окончательного результата многократного измерения, 
за который принимают среднее значение x . 

Связь среднего квадратичного отклонения xσ  оконча-

тельного результата (другими словами, погрешности опреде-
ления среднего значения) и среднего квадратичного отклоне-
ния σ  отдельного измерения задает соотношение 

( ) ( )2

1

1
1

n

ix
i

x x
n nn

σσ
=

= = −
− ∑ .  (4.6) 

Видно, что с увеличением числа измерений погрешность 
окончательного результата уменьшается. Однако повышение 
точности никогда не дается бесплатно. Так, чтобы узнать до-
полнительную цифру в x , т.е. повысить точность в 10 раз, 
количество измерений необходимо увеличить в 100 раз! Сле-
дует также учесть, что в конечную погрешность вносит свой 
вклад приборная (систематическая) погрешность, и с какого-
то момента увеличение числа измерений становится неэф-
фективным. 

Пусть как результаты отдельных измерений xi, так и 
среднее значение x  распределены нормально. По аналогии 
с отдельным измерением, для оценки погрешности оконча-
тельного результата многократного измерения примем вели-
чину Δx, задающую симметричный относительно среднего 
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значения x  интервал от x−Δ  до x+Δ , называемый дове-
рительным интервалом. 

Вероятность найти значение измеряемой величины в ука-
занном интервале носит название доверительной вероятно-
сти: 

( )P x x xα εσ εσ= − ≤ ≤ + .  (4.7) 

В табл. 1 приведены доверительные вероятности для до-
верительных интервалов, размеры которых выражены в до-
лях среднего квадратичного отклонения: 

table

xε
σ
Δ

=    (4.8) 

Если понятие доверительного интервала использовать 
применительно к отдельному измерению, то под σtable следует 
понимать среднее квадратичное отклонение σ результата 
этого отдельного измерения. Если же отнести доверительный 
интервал к многократному измерению, то под σtable необхо-
димо подразумевать среднее квадратичное отклонение окон-
чательного результата x  многократного измерения, т.е. 

xσ . С помощью указанной таблицы случайную погреш-

ность окончательного результата можно найти, воспользо-
вавшись записью: 

( ) xcase
x

n
σε ε σΔ = = ⋅ ,  (4.9) 

где величину ε берут из таблицы для заданного значения до-
верительной вероятности. 

При обработке результатов лабораторных работ рекомен-
дуется применять доверительную вероятность α = 0,68, по-
этому нет нужды использовать ее в записи x x± Δ . 

В эксперименте значение xσ  оценивают исходя из ко-

нечного числа результатов отдельных измерений, количество 
которых обычно не превышает 5–10. Поэтому точность оце-
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нивания xσ  невелика. Это вносит дополнительную неопре-

деленность в окончательный результат многократного изме-
рения. Чтобы ее учесть, следует расширить границы довери-
тельного интервала, заданного выше для точно известной 
величины xσ . Понятно, что меньшему количеству отдель-

ных измерений должен сопоставляться более широкий дове-
рительный интервал. Поэтому для ( )case

xΔ  необходимо ис-
пользовать другое выражение: 

( ) ( ), xcase
x t nα σΔ = ⋅ ,  (4.10) 

где  – коэффициенты, зависящие от полного количе-
ства измерений n и заданного значения доверительной веро-
ятности α. Величины 

( ,t α )n

( ),t α n  носят название коэффициен-
тов Стьюдента. Значения коэффициентов Стьюдента для раз-
личных α  и  n  можно найти в табл. 2. 

 
Таблица  2   

Коэффициенты Стьюдента t(α, n) для доверительной  
вероятности α (n – количество измерений) 

 
n α 
 0,68 0,95 0,99 0,999 

2 2,0 12,7 63,7 636,6 
3 1,4 4,3 9,9 31,6 
4 1,3 3,2 5,8 12,9 
5 1,2 2,8 4,6 8,6 
6 1,2 2,6 4,0 6,9 
7 1,1 2,4 3,7 6,0 
8 1,1 2,4 3,5 5,4 
9 1,1 2,3 3,4 5,0 

10 1,1 2,3 3,3 4,8 

 15



15 1,1 2,1 3,0 4,1 
20 1,1 2,1 2,9 3,9 
30 1,1 2,0 2,8 3,7 
50 1,1 2,0 2,7 3,5 

100 1,0 2,0 2,6 3,4 
  
В таблице значение коэффициента расположено на пере-

сечении строки с количеством отдельных измерений n и 
столбца с выбранным значением доверительной вероятности 
α. Изучив таблицу, несложно заметить, что при увеличении 
количества измерений коэффициенты практически совпада-
ют с использованными выше величинами ε для того же зна-
чения доверительной вероятности α. Это есть следствие пе-
рехода от оценок параметров нормального распределения к 
их точному заданию, что реализуется только при очень 
большом количестве выполненных измерений. 

5. Суммарная погрешность измерений 

Помимо случайной погрешности, при использовании в 
эксперименте каких-либо измерительных приборов необхо-
димо учитывать приборную (систематическую) погреш-
ность. В паспорте прибора принято указывать предел допус-
тимой погрешности θ, означающий максимально возможную 
погрешность при рекомендованных условиях работы прибо-
ра. Если бы приборная погрешность была распределена по 
нормальному закону, то из такого определения θ следовало 
бы, что распределение характеризуется средним квадратич-
ным отклонением 3deviceσ θ= . 

Для электроизмерительных стрелочных приборов приня-
то указывать класс точности, записываемый в виде числа, 
например, 0,05 или 4,0. Это число дает максимально возмож-
ную погрешность прибора, выраженную в процентах от наи-
большего значения величины, измеряемой в данном диапазо-
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не работы прибора. Так, для вольтметра, работающего в диа-
пазоне измерений 0–30 В, класс точности 1,0 определяет, что 
указанная погрешность при положении стрелки в любом мес-
те шкалы не превышает 0,3 В. Соответственно среднее квад-
ратичное отклонение deviceσ  составляет 0,1 В. 

Реальная погрешность прибора существенно зависит от 
условий окружающей среды, где установлен прибор. Напри-
мер, погрешность электроизмерительных приборов зависит 
от температуры помещения и отличается от паспортной по-
грешности, которая обычно приводится для 20 оС. Другой 
причиной погрешностей может быть электромагнитное излу-
чение другого лабораторного оборудования, вибрация уста-
новки и т.д. При планировании эксперимента для повышения 
точности измерений может возникнуть необходимость в уче-
те этих факторов. 

Обычно цена наименьшего деления шкалы стрелочного 
прибора согласована с погрешностью самого прибора. Если 
класс точности используемого прибора неизвестен, за по-
грешность deviceσ  всегда принимают половину цены его наи-
меньшего деления. Понятно, что при считывании показаний 
со шкалы нецелесообразно стараться определить доли деле-
ния, так как результат измерения от этого не станет точнее. 

Предел допустимой погрешности цифрового измеритель-
ного прибора рассчитывают по паспортным данным, содер-
жащим формулу для расчета погрешности именно данного 
прибора. При отсутствии паспорта за оценку погрешности 

deviceσ  принимают единицу наименьшего разряда цифрового 
индикатора. 

Окончательный результат многократного измерения со-
держит в себе как случайную, так и приборную (системати-
ческую) погрешности. Поскольку случайная погрешность 
уменьшается с увеличением количества измерений, целесо-
образно сделать такое количество измерений, чтобы  

( ) ,
case

x θΔ <<    (5.1) 
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т.е. чтобы случайной погрешностью можно было пренебречь 
по сравнению с приборной погрешностью. На практике дос-
таточно, чтобы случайная погрешность была в 2–3 раза 
меньше систематической. В любом случае надо сделать 2–3 
измерения, чтобы убедиться в том, что случайная погреш-
ность действительно мала. 

Если приборная и случайная погрешности близки по зна-
чению, то суммарная погрешность равна  

( ) ( )2
case devicex x σΔ = Δ + 2 .  (5.2) 

Поскольку случайную погрешность обычно оценивают с 
доверительной вероятностью 0,68, а θ – оценка максималь-
ной погрешности прибора, то можно считать, что выражение 
задает доверительный интервал также с вероятностью не 
меньшей 0,68.  

При выполнении однократного измерения оценкой по-
грешности результата служит 3,x θΔ =  учитывающая толь-
ко предельно допустимую приборную погрешность. 

6. Погрешности косвенных измерений 

Пусть исследуемую величину s определяют по результа-
там прямых измерений других независимых физических ве-
личин, например, x, y, z, с которыми она связана заранее ус-
тановленным функциональным математическим соотноше-
нием 

( ), ,s f x y z= .   (6.1) 
Также известны окончательные результаты прямых изме-

рений x x± Δ , y y± Δ , z z± Δ . Предполагается, что ве-
личины x, y, z являются случайными и к ним применимо 
нормальное распределение. 

Тогда для среднего значения 
( ), ,s f x y z= .  (6.2)
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Для погрешности 

( ) ( ) ( )22 22 2
x y zs f x f y f′ ′ ′Δ = Δ + Δ + Δ 2z ,  (6.3) 

где xf ′ , yf ′ , zf ′  – частные производные в точке 

( ), ,x y z . 

Следует помнить, что при непосредственных расчетах в 
формулу необходимо подставлять погрешности Δx, Δy, Δz, 
найденные для одного и того же значения доверительной ве-
роятности. Погрешность косвенного измерения s  также 
будет соответствовать этому значению доверительной веро-
ятности. Рекомендуется использовать значение вероятности 
α = 0,68. 

Сравнение между собой величин xf x′Δ , yf y′Δ , zf z′Δ  по-
зволяет выделить «критический» фактор, процесс измерения 
которого дает наибольший вклад в погрешность .sΔ  Если, 
например, величина xf x′Δ  больше остальных более чем в 2–3 
раза, то их вкладом в погрешность sΔ  можно пренебречь. 
Для повышения точности измерения величины s в первую 
очередь надо повышать точность измерения «критического» 
фактора. 

Для наиболее распространенных зависимостей в табл. 3 
приведены формулы для расчета погрешности. 

 
Таблица  3   

Связь погрешностей прямых и косвенных измерений 
 

Рабочая зависимость Формула погрешности 
s A x B y C z= ⋅ ± ⋅ ± ⋅  ( ) ( ) ( )2 2s A x B y C zΔ = ⋅ Δ + ⋅ Δ + ⋅ Δ 2  

s Ax y zα β γ± ± ±=  ( ) ( ) ( )2 2s x yδ α δ β δ γ δ= ⋅ + ⋅ + ⋅ 2z  

lns x=  s x xΔ = Δ  
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xs e=  s xδ = Δ  
sins A ϕ= ⋅  coss A ϕ ϕΔ = ⋅ ⋅ Δ  

 
В таблице приняты следующие обозначения: Δ – для аб-

солютной погрешности, δ – для относительной погрешности, 
A, B, C, α, β, γ – постоянные, x, y, z, ϕ – результаты прямых 
измерений, s – результат косвенного измерения. 

Одной из типичных ошибок планирования эксперимента 
является косвенное измерение величины s через разность из-
меряемых напрямую величин A и B, если их абсолютные зна-
чения много больше значения величины s (например, поиск 
толщины стенки трубы через измерение ее внешнего и внут-
реннего радиусов). При этом погрешность sΔ  будет того же 
порядка или может даже превосходить значение искомой ве-
личины s. Аналогично деление друг на друга больших вели-
чин или степень с маленьким основанием и большим показа-
телем. Во всех этих случаях необходимо искать альтернатив-
ные пути. 

7. Учет погрешности в записи окончательного 
результата измерения 

Завершением обработки данных многократного прямого 
измерения при заданной доверительной вероятности являют-
ся два числа: среднее значение измеренной величины и его 
погрешность (полуширина доверительного интервала). Оба 
числа есть окончательный результат многократного измере-
ния и должны быть совместно записаны в стандартной 
форме 

,x x x= ± Δ     (7.1) 
которая содержит только достоверные, т.е. надежно изме-
ренные, цифры этих чисел. 
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Порядок выполнения округления 

Выполнить предварительную запись окончательного ре-
зультата измерения в виде x x x= ± Δ  и вынести за общую 
скобку одинаковые порядки среднего и погрешности, т.е. 
множитель вида 10k, где k – целое число. Числа в скобках пе-
реписать в десятичном виде с использованием запятой, убрав 
тем самым оставшиеся порядковые множители. 

Округлить в скобках число, соответствующее погрешно-
сти, до одной значащей (ненулевой) цифры слева, если эта 
цифра больше 2, или до двух первых цифр в противном слу-
чае. При округлении используют правило: если цифра, рас-
положенная за оставляемой, меньше 5, то ее просто отбрасы-
вают, иначе оставляемую цифру увеличивают на единицу. 
Если же отбрасываемая цифра равна 5, то наименьшая ошиб-
ка достигается при округлении по правилу Гаусса до бли-
жайшего четного числа. К примеру, 4,5 округляют до 4, в то 
время как 3,5 также округляют до 4. 

Округлить в скобках число, соответствующее среднему 
значению: последними справа оставляют цифры тех разря-
дов, которые сохранились в погрешности после ее округле-
ния. 

Окончательно записать x x x= ± Δ  с учетом выполнен-
ных округлений. Общий порядок и единицы измерения вели-
чины приводят за скобками – получена стандартная форма 
записи. 

8. Линеаризация данных 

Физические величины, определяющие результаты экспе-
римента, выступают в роли переменных и параметров неко-
торой функциональной зависимости, теоретически получае-
мой в рамках модели. После экспериментальной регистрации 
зависимости ее сравнивают с теоретической. Методом срав-
нения можно не только численно определить, т.е. измерить, 
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значения физических величин, не измеряемых другим спосо-
бом, но и вывести заключение об адекватности применения 
модели к эксперименту. 

Проще всего проверить линейную зависимость: 
,y ax b= +     (8.1) 

где x, y – измеряемые величины, a, b – параметры зависимо-
сти. Если зависимость нелинейная, в некоторых случаях ее 
можно преобразовать в линейную (табл. 4). 

Таблица  №4 
Способы линеаризации зависимостей 

  
Вид нели-
нейной 

зависимо-
сти 

Получаемая ли-
нейная зависи-

мость 
y x a b 

zukv ⋅=  kuzv lnlnln += ln v ln u z ln k 
zuekv ⋅=  kzuv lnln +=  ln v u z ln k 

uzekv ⋅= kzuv lnln 1 += − ln v u–1 z ln k 

zuk
uv
+

=  zkuv += −− 11  v–1 u–1 k z 

  
Обращаем внимание на то, что после вычисления по-

грешностей величин a и b переход к погрешностям реальных 
физических величин k и z осуществляется по формулам для 
погрешностей косвенных измерений. 

9. Метод наименьших квадратов 

Этот метод является одним из наиболее распространен-
ных приемов статистической обработки экспериментальных 
данных, относящихся к различным функциональным зависи-
мостям физических величин друг от друга. В том числе он 
применим к линейной зависимости и позволяет получить 
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достоверные оценки ее параметров a и b, а также оценить их 
погрешности. 

Рассмотрим статистическую модель эксперимента, в ко-
тором исследуют линейную зависимость. Пусть проведено n 
> 2 парных измерений величин x и y: xi, yi, где i = 1, ..., n. По 
экспериментальным данным необходимо найти оценки пара-
метров a и b, а также оценки их дисперсий  и . О при-
роде экспериментальных погрешностей сделаем следующие 
предположения: 

2
aσ 2

bσ

1. Значения xi известны точно, т.е. без погрешностей.  
2. Распределения величин yi взаимно независимы, имеют 

одну и ту же дисперсию σ2 и отвечают нормальному закону. 
Распределения yi имеют средние значения iy , которые сов-
падают с точным значением функции axi + b.  

3. Систематические погрешности отсутствуют. В частно-
сти, все промахи, т.е. точки, выходящие за интервал 3σ, от-
брошены. 

Запишем функцию правдоподобия как вероятность реа-
лизации набора полученных экспериментальных данных: 

( )( ) ( )( )

( )( )

2 2
1 1

2 2

2

2
1

1 1exp ... exp
2 22 2

1 1exp . (9.1)
22

n n

n n

i i
i

y ax b y ax b
L

y ax b

σ σσ π σ π

σσ π =

⎧ ⎫ ⎧− + − +⎪ ⎪ ⎪= − ⋅ ⋅ −⎨ ⎬ ⎨
⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩

⎧ ⎫⎛ ⎞= − − +⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎩ ⎭

∑

⎫⎪ =⎬
⎪⎭

 
Логарифмируем обе части: 

( )( )22
2

1

1ln ln 2 ln .
2 2 2

n

i i
i

n nL yπ σ
σ =

= − − − − +∑ ax b  

Оценками a, b, σ2 будет правильным считать значения, 
при которых L и lnL максимальны, т.е. реализуется наи-
большая вероятность получения набора экспериментальных 
данных. Экстремум функции lnL находят дифференцирова-
нием: 
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0ln
=

∂
∂

a
L

, 0ln
=

∂
∂

b
L

, 2

ln 0.L
σ

∂
=

∂
  (9.2) 

После дифференцирования система уравнений относи-
тельно искомых параметров примет вид 

( )[ ] 0
1

=−−∑
=

n

i
iii baxyx , 

( 0
1

=−−∑
=

n

i
ii baxy ) ,  (9.3) 

( )∑
=

−−=
n

i
ii baxyn

1

22σ . 

Вводя средние величины 
1

1 n

i
i

z
n =

= z∑ , получаем 

22

xy x y
a

x x
−

=
−

, 

2

22

x y x xy
b y a x

x x

−
= − =

−
,  (9.4) 

( )2 22 2 2 2y y a x xσ = − − − . 

Для получения несмещенной относительно точного зна-
чения оценки дисперсии (вследствие конечного числа изме-
рений полученные значения параметров a и b отличаются от 
предельных) последнее выражение надо умножить на 

( )2−nn : 

( )2 22 2 2 2

2
n y y a x x

n
σ ⎡ ⎤= − − −

⎣ ⎦−
.  (9.5) 

Оценим теперь дисперсии параметров. Преобразуем вы-
ражение для a: 
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∑
=

=
n

j
jj yka

1

, где 
( )2

1

j
j n

j
j

x x
k

x x
=

−
=

−∑
.  (9.6) 

После преобразования видно, что a получается как ли-
нейная комбинация взаимно независимых величин yj, так как 
коэффициенты kj заданы точно – согласно пункту 1 предпо-
ложений о статистике изучаемых величин. Следовательно, 
параметр a распределен нормально, а его дисперсия σa

2 пред-
ставляет собой линейную комбинацию дисперсий величин yj 
с коэффициентами kj

2 – это свойство сложения нормальных 
распределений уже встречалось при рассмотрении погреш-
ностей косвенных измерений:  

( )
2 2

2 2 2
2 22

1 2

1 1

n

a j n nj
i i

i i

nk
n x xn x x

σ σσ σ
=

= =

= = =
⎛ ⎞ −− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
∑ ∑

  (9.7) 

Подставляя выражение для дисперсии из формулы (9.5), 
получаем оценку для стандартного отклонения параметра a: 

22
2

22

1
2a

y y
a

n x x
σ

−
= −

− −
.  (9.8) 

Преобразуем выражение для b:  

∑∑
==

−=
n

i
i

n

i
i x

n
ay

n
b

11

11
.  (9.9) 

Параметр b также нормально распределен. Его стандарт-
ное отклонение: 

2
2 2 2

b a ax x
n

σσ σ σ= + = .  (9.10) 

Обращаем внимание, что для перехода от величин aσ  и 

bσ  к погрешностям Δa и Δb их следует умножить на коэф-
фициент Стьюдента: 
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( ) anta σα 1, −=Δ ,  (9.11) 
( ) bntb σα 1, −=Δ , 

где α – уровень значимости, n – количество парных измере-
ний (см. табл. 2). Значение n – 1 берется в связи с тем, что в 
методе наименьших квадратов из экспериментальных данных 
находят не одну величину, а две – a и b. Связь между ними 
уменьшает количество независимых случайных переменных, 
складывающихся в распределение Стьюдента. 

Если линейная зависимость была получена из модельной 
путем линеаризации, переход к погрешностям реальных фи-
зических величин осуществляется по формулам для погреш-
ностей косвенных измерений, после чего идет окончательная 
запись результата. 

Описанный выше способ определения наилучшей линей-
ной аппроксимации данных носит название метода наи-
меньших квадратов, поскольку при данных значениях па-
раметров достигается минимум величины «отклонения» пря-
мой от экспериментальных данных: 

((∑
=

+−=
n

i
ii baxyS

1

2)) .    (9.12) 

Частным является случай, когда предполагается, что тео-
ретическая линейная зависимость проходит через начало 
координат, т.е. имеет функциональный вид kxy = . Для оп-
ределения величины параметра k и его погрешности исполь-
зуют формулы: 

2

xy
k

x
= , 

( )2 2 2

2
n y k x

n
σ = −

−
2 ,  (9.13) 
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( )
22

2
222

1
2k

y
k

xnn x x
σσ = =

−−
− . 

Одной из типичных ошибок является поиск значения па-
раметра k через усреднение коэффициентов наклонов для 
разных точек, полученных в эксперименте: 

1

1 n
i

average
i i

yk
n x=

= ∑ .   (9.14) 

Данное значение не является оптимальным, поскольку 
точки, расположенные ближе к началу координат, вносят 
больший вклад в конечное значение, чем точки на другом 
конце графика, тем самым искажая результат. 

Иногда при обработке линейной зависимости необходи-
мо найти координату точки пересечения графиком оси x: 

abc −= .   (9.15) 
Соответствующая дисперсия 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= 2

2

2

2
22

ba
c ba

c
σσ

σ .   (9.16) 

10. Статистическая проверка гипотез 

Анализ результатов эксперимента с помощью математи-
ческой статистики часто сводится к проверке справедливости 
предположений, или гипотез, относительно изучаемого фи-
зического явления и полученных в эксперименте данных. На-
сколько результат эксперимента соответствует известному 
табличному значению? Совпадают ли результаты на двух 
разных установках? Является ли данная модельная зависи-
мость соответствующей изучаемому явлению? О том, как 
ответить на эти вопросы, рассказывается в этом разделе. 
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Общие положения 

Правило, по которому принимается или отклоняется дан-
ная гипотеза, называется статистическим критерием. По-
строение критерия определяется выбором подходящей функ-
ции Т от результатов наблюдений, которая служит мерой 
расхождения между опытными и гипотетическими значения-
ми. Эта функция, являющаяся случайной величиной, называ-
ется статистикой критерия, при этом предполагается, что 
распределение вероятностей Т может быть вычислено при 
допущении, что проверяемая гипотеза верна. По распределе-
нию статистики Т находится значение Т0, такое, что если ги-
потеза верна, то вероятность неравенства  равна α, где 
α – заранее заданный уровень значимости.  

0T T>

Если в конкретном случае обнаружится, что , то 
гипотеза отвергается, тогда как появление значения 

0T T>

0T T≤  
не противоречит гипотезе. 

Гипотеза совпадения экспериментального среднего и   
известного значения 

Рассмотрим набор результатов x1, x2, …, xn многократного 
измерения нормально распределенной величины x. Из этих 
данных получаем оценки x  и xσ . Проверяется гипотеза о 

том, что 0x x= , где  – заданное значение измеряемой 
величины, точно известное, например, из расчетов или спра-
вочных таблиц. 

0x

Введем новую величину, содержащую как эксперимен-
тальное среднее, так и заданное значение: 

0

x

x x
t

σ
−

= .   (10.1) 
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 Если равенство 0x x=  справедливо для  то 
распределение величины t при конечном количестве измере-
ний n будет распределением Стьюдента.  

,n → ∞

Плотность вероятности распределения Стьюдента опи-
сывает выражение 

( )
( ) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Γ⋅−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

=

−

2
11

1
1

2
,

22

nn

n
tn

nt

n

π
ρ ,   (10.2) 

где . ( ) ∫
∞

−−=Γ
0

1 dyeym ym

Здесь n – количество проведенных измерений, m > 0. 
Зная распределение ( ),t nρ , можно вычислить интервал 

( ) ( ), ; ,t n t nα α− +⎡⎣ ⎤⎦ , в который величина t попадет с за-

данной вероятностью α. Для этого необходимо решить урав-
нение 

( )
( )

( ),

,

,
t n

t n

t n dt
α

α

.ρ α
+

−

=∫     (10.3) 

Вероятность α определяет так называемый уровень зна-

чимости. Если значение 0

x

x x
t

σ
−

=  попадает в указанный 

интервал, то гипотеза о совпадении x  и x0 справедлива 
при уровне значимости α. Чем больше α, тем шире интервал, 
тем больше вероятность обнаружить в нем величину t, отно-
сящуюся к эксперименту при 0.x x=  

Найдем интервал возможного изменения величины x . 
Воспользуемся неравенством 
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( ) ( )0, ,
x

x x
t n t nα α

σ
−

− ≤ ≤ + , 

( ) ( )0, ,x xx t n x x t nα σ α− ≤ ≤ + σ .  (10.4) 

При попадании заданного значения x0 в найденный ин-
тервал гипотезу о совпадении x  и x0 нужно расценивать 
как справедливую для уровня значимости α. 

В измерениях принято использовать доверительную ве-
роятность 0,68α = , при которой в пределе при больших n 

задается интервал xσ±  вокруг x . Для повышения досто-

верности сравнения используют доверительную вероятность 
0,997α = , которая задает более широкий интервал, в преде-

ле стремящийся к 3 xσ± .  

Для малых n за погрешность прямого многократного из-
мерения величины x естественно принимать 

( ), xx t nα σΔ = , как и предлагалось при обсуждении по-

грешностей прямых измерений. Именно в интервале, зада-
ваемом Δx, могут оказаться точные величины x0, совпадаю-
щие с результатом измерения x . В случае косвенного из-
мерения результаты прямых измерений определяют погреш-
ность результата косвенного измерения. При этом необходи-
мо выбрать равный уровень значимости для результатов всех 
прямых измерений, который переносится на уровень значи-
мости результата косвенного измерения. 

Гипотеза совпадения двух независимых средних величин 

Из двух независимых экспериментов получены две груп-
пы результатов многократных измерений x1, x2, …, xn1 и y1, y2, 
…, yn2 нормально распределенных величин x и y. После обра-
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ботки найдены оценки x , 2
xσ  и y , 2

yσ . Проверяется 

гипотеза о том, что x y= .  
Введем новую величину 

2 2
x y

x y
t

σ σ

−
=

+
.   (10.5) 

Если равенство x y=  справедливо для ∞→1n  и 

, то при конечных значениях количеств измерений n∞→2n 1 
и n2 распределение величины t близко к распределению 
Стьюдента, у которого 

( )
( ) ( )

2
2 2

2
2 2

1 2

1

1 1

x y

x y

n

n n

σ σ

σ σ

+
= +

+

2

− −

.   (10.6) 

При уровне значимости α гипотеза x y=  подтвер-

ждена, если ( ) ( ),t n t t nα− ≤ ≤ + ,α , чему соответствует 
доверительная вероятность α. 

Гипотеза о линейности данных 

После определения значений параметров с помощью ме-
тода наименьших квадратов необходимо проверить справед-
ливость гипотезы о том, что экспериментально зарегистриро-
ванная зависимость является линейной в некоторых коорди-
натах. Фактически речь идет о верификации (проверке спра-
ведливости) используемого модельного описания. Обратимся 
к выражению, задающему остаточную сумму квадратов: 

2

1

,
n

i i

i i

y ax bϕ
σ=

⎛ ⎞− −
= ⎜

⎝ ⎠
∑ ⎟     (10.7) 
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где в качестве a и b использованы их экспериментальные 
оценки, σi – дисперсия отдельного измерения. В статистике 
обосновывается, что величина ϕ подчиняется распределению 
χ2 (читается «хи-квадрат»), плотность вероятности которого 

( ) ( ) 2
2

22

2

2
2

2
2

1 −−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ⋅

=
m

mm e
m

χχρ
χ

,         (10.8) 

где , а 20 χ< < ∞ 3−= nm  (n – количество парных измере-
ний). Для распределения характерно совпадение среднего 
значения и индекса m.  

Анализ гипотезы о справедливости интерпретации экспе-
риментальной зависимости, как линейной, начинают с введе-
ния уровня значимости α, задающего интервал от 0 до 

(2 ,n )χ α , в который величина ϕ попадает, если гипотеза 

справедлива. Для вычисления ( )2 ,nχ α  необходимо решить 
уравнение 

( ) ( )
( )

αχχρ
αχ

=∫
,

0

22

2 n

m d .   (10.9) 

Величины ( )2 ,nχ α  приведены в табл. 5. 
 

Таблица  №5  
Границы интервалов ( ),n2χ α  для уровня  

значимости α (n – количество парных измерений) 
 

n α 
 0,75 0,95 0,99 0,999 

4 1,3 3,8 6,6 10,8 
5 2,8 6,0 9,2 13,8 
6 4,1 7,8 11,3 16,3 
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7 5,4 9,5 13,3 18,5 
8 6,6 11,0 15,1 20,5 
9 7,8 12,6 16,8 22,5 

10 9,0 14,1 18,5 24,3 
11 10,2 15,5 20,1 26,1 
12 11,4 16,9 21,7 27,9 
13 12,6 18,3 23,2 29,6 
14 13,7 19,7 24,7 31,3 
15 14,9 21,0 26,2 32.9 
16 16,0 22,4 27,7 34,6 
17 17,1 23,7 29,1 36,1 
18 18,3 25,0 30,6 37,7 
19 19,4 26,3 32,0 39,3 
20 20,5 27,6 33,4 40,8 
30 31,5 40,1 47,0 55,5 
50 56 68 76 87 

100 109 124 136 149 
 

Если неравенство (2
2 ,S n )χ α

σ
<  не выполнено, то ги-

потеза о линейности отвергается. Вместе с тем возможны 
другие причины несоблюдения неравенства – необходимо 
проверить положения, при которых правомерно применение 
метода наименьших квадратов.  

Иногда возникает ситуация, когда нет сведений о по-
грешности отдельных измерений. В этом случае для провер-
ки гипотезы линейности можно использовать величину 

2
2

1
R n

R
λ = −

−
,      (10.10) 

где n – число измерений, R – коэфициент корреляции 
Пирсона, безразмерный индекс в интервале от –1,0 до 1,0 
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включительно, который отражает степень линейной зависи-
мости между двумя множествами данных: 

( )( )

( ) ( )
1

2 2

1 1

cov

n

i i
i

n n
x y

i i
i i

x x y y
xyR

x x y y
σ σ

=

= =

− −
= =

− −

∑

∑ ∑
.     (10.11) 

В статистике обосновывается, что величина λ подчиняет-
ся t–распределению с n–2 степенями свободы. При выполне-
нии условия ( )2 ,nλ χ< α  гипотеза о линейной зависимо-
сти отвергается. 

 

11. Основы планирования эксперимента 

Под планированием эксперимента понимается определе-
ние цели каждого эксперимента, число серий и измерений в 
каждой серии, достижение оптимума соотношения экономии 
материалов и адекватности проведенных измерений. Однако 
мало спланировать – необходимо еще так провести экспери-
мент и оформить его результаты, чтобы они могли быть аде-
кватно восприняты другими исследователями и могли в слу-
чае необходимости подтвердить приоритет данного исследо-
вателя или лаборатории. 

Определение необходимого числа измерений 

При планировании эксперимента необходимо помнить, 
что каждое измерение – это затраты времени и ресурсов 
(трудовых, материальных, финансовых). В определении чис-
ла измерений надо учитывать следующие аспекты: 

1. Возможность пренебрежения коэффициентом Стью-
дента в вычислении погрешностей измерений. Согласно 
данным таблицы 2, это можно сделать при более чем 7–10 
измерениях при уровне доверительной вероятности α = 0,68 
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(который используется по умолчанию) и при более чем 15–20 
измерениях при уровне доверительной вероятности α = 0,95. 

2. Окончательный результат многократного измерения 
содержит в себе как случайную, так и приборную погрешно-
сти. Поскольку случайная погрешность уменьшается с уве-
личением количества измерений как n1 , а приборная ос-
тается постоянной, целесообразно сделать столько измере-
ний, чтобы  

( ) ,
case

x θΔ <<     (11.1) 
т.е. чтобы случайной погрешностью можно было пренеб-
речь по сравнению с приборной погрешностью θ.  

Поскольку ( ) ( )2
case devicex x σΔ = Δ + 2 , можно устано-

вить, что мы можем пренебречь первым слагаемым, если 
case devicex kσΔ <  (часто полагают 2=k ), для чего необхо-

димо провести N измерений. Пусть уже проведено n измере-
ний, и получена погрешность измерений nσ  (число измере-
ний таково, что мы пренебрегли коэффициентом Стьюдента). 
Погрешность отдельного измерения можно оценить как  

nnσσ = . 

Поскольку NN σσ = , N device kσ σ≤ , то  
2

24 n

device

N n σ
σ

≥ .   (11.2) 

Для минимизации числа измерений используется после-
довательный анализ, т.е. такой способ статистической про-
верки гипотез, при котором необходимое число наблюдений 
не фиксируется заранее, а определяется в процессе самой 
проверки. Во многих случаях для получения столь же обос-
нованных выводов применение надлежащим образом подоб-
ранного способа последовательного анализа позволяет огра-
ничиться значительно меньшим числом наблюдений (в сред-
нем, т.к. число наблюдений при последовательном анализе 
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есть величина случайная), чем при способах, в которых число 
наблюдений фиксировано заранее.  

Пусть задача состоит в выборе между гипотезами H1 и H2 
по результатам независимых наблюдений. Гипотеза H1 за-
ключается в том, что случайная величина Х имеет распреде-
ление вероятностей с плотностью f1(x), гипотеза H2 — в том, 
что Х имеет плотность f2(x). Для решения этой задачи посту-
пают следующим образом. Выбирают два числа А и В 
( 0 A B< < ). После первого наблюдения вычисляют отноше-
ние λ1 = f2(x1)/f1(x1), где x1 — результат первого наблюдения. 
Если λ1 < A, принимают гипотезу H1; если λ1 > B, принимают 
H2, если A ≤ λ1 ≤ B, производят второе наблюдение и так же 
исследуют величину 

( ) ( )
( ) ( )

2 1 2 2
2

1 1 1 2

f x f x
f x f x

λ = , 

где x2 — результат второго наблюдения, и т.д. С вероятно-
стью, равной единице, процесс оканчивается либо выбором 
H1, либо выбором H2. Величины А и В определяются из усло-
вия, чтобы вероятности ошибок первого и второго рода (т. 
е. вероятность отвергнуть гипотезу H1, когда она верна, и ве-
роятность принять H1, когда верна H2) имели заданные зна-
чения α1 и α2.  

Более подробную информацию можно найти в учебниках 
по математической статистике. 

Ведение лабораторного журнала 

Лабораторный журнал – официальный документ, имею-
щий юридическую силу, в котором в последовательном хро-
нологическом порядке указываются условия проведения экс-
периментов и результаты измерений. Аккуратное ведение 
лабораторного журнала позволяет исследователю создать 
адекватный и поддающийся проверке отчет, защитить свой 
приоритет относительно сделанного им открытия. 
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Лабораторный журнал представляет собой тетрадь (жур-
нал) с пронумерованными страницами, прошитыми страни-
цами толстой ниткой, концы которой скреплены на послед-
ней странице сургучом с оттиском официальной печати уче-
реждения. Данные следует вписывать ручкой, но не каран-
дашом. Если в процессе занесения в журнал результатов экс-
перимента были позже обнаружены опечатки или фактиче-
ские ошибки, они исправляются ручкой другого (красного) 
цвета, ставится дата и фамилия исправляющего. Конечно, эти 
требования несколько чрезмерны для выполнения студента-
ми лабораторных работ, но и здесь желательны точность и 
аккуратность. 

Каждый рабочий день в лабораторном журнале выделя-
ется отдельно: дата в начале рабочего дня и заполнение (Z) 
до начала следующего (чтобы нельзя было в дальнейшем 
сделать записи этой датой). Если журнал общий для всей ла-
боратории, для каждого эксперимента указывают фамилии 
его участников. Также для эксперимента необходимо указы-
вать цель, используемые материалы, условия проведения 
(температура, давление, напряженность магнитного поля, 
частота вращения и т.д.), продолжительность, описание 
трудноформализуемых параметров. Это делается как для то-
го, чтобы опыт мог воспроизвести любой другой исследова-
тель, так и для самого экспериментатора – впоследствии 
можно проанализировать ход эксперимента, наметить пути 
повышения точности измерений, продумать следующие экс-
перименты, учесть все факторы при оформлении научных 
отчетов и статей. 

Перед проведением эксперимента исследователь должен 
заранее продумать роль различных факторов, стоимость ис-
пользуемых в эксперименте ресурсов, учесть возможные 
риски для экспериментатора и окружающих, принять необ-
ходимые меры безопасности. Все это надо заранее записать в 
лабораторный журнал, подготовить таблицы для записи од-
нотипных данных. 
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Требования к оформлению научного отчета 

Научный отчет о проведенных исследованиях является не 
менее важным, чем лабораторный журнал – по нему другие 
исследователи смогут ознакомиться в вашими результатами. 
Задача отчета – изложить цель, ход и результаты экспери-
мента в виде, в котором их наиболее удобно понять и прове-
рить другим людям. В частности, это касается и отчетов о 
выполнении студентами лабораторных работ – их будут про-
верять преподаватели и использовать другие студенты. 

Важным свойством научного (и любого) отчета является 
доверие к нему со стороны читателей. Это значит, что в отче-
те обязательно следует привести те экспериментальные или 
статистические данные, на которых основываются ваши вы-
воды – при желании исследователь может повторить расчеты 
и проверить их достоверность и адекватность полученных 
вами результатов. Естественно, что они должны быть полно-
стью перепроверены перед представлением отчета на суд на-
учной общественности (или преподавателя). 

В отчете нет необходимости рассказывать всю историю 
получения результатов, а также приводить данные экспери-
ментов, которые соответствуют тупиковым ветвям исследо-
ваний или не важны для анонсируемых результатов. Однако 
все актуальные данные должны быть приведены, независимо 
от того, свидетельствуют они за или против представленной 
теории. 

При оформлении отчета стоит выделять те эксперимен-
тальные данные, результаты и идеи, которые получены дру-
гими исследователями и лабораториями. Заниматься плагиа-
том, т.е. присваивать себе авторство, небезопасно – в случае 
уличения исследователь может считать свою научную карье-
ру завершенной, а студент – не ждать хорошей оценки (и, 
возможно, ему придется переделывать отчет).  

В отчете должны быть четко выделены следующие раз-
делы.  
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Название отчета – как правило, приводится на титуль-
ной странице.  

Данные о группе исследователей, выполнивших экспе-
римент, и лаборатория (предприятие), в котором он прово-
дился. 

Цель исследований – кратко формулируются основные 
задачи или необходимость достижения определенных ре-
зультатов. 

Экспериментальные данные  – по аналогии с лабора-
торным журналом; необходимо  указывать используемые ма-
териалы, условия проведения (температура, давление, на-
пряженность магнитного поля, частота вращения и т.д.), про-
должительность и другие параметры эксперимента, важные 
для его воспроизведения.  

Теоретические выкладки, позволяющие читателям по-
нять те модельные функциональные зависимости, в рамках 
которых происходит интерпретация экспериментальных дан-
ных.  

Обработка экспериментальных данных – представле-
ние данных в графическом виде (более наглядном для пони-
мания), оценка параметров функциональных зависимостей, 
их погрешностей, статистическая проверка гипотез об адек-
ватности используемых моделей. При использовании про-
граммных пакетов указывайте их название, версию и значе-
ния численных параметров, используемых при обработке 
данных.  

Результаты исследования – приводятся выводы о под-
тверждении или опровержении рассматриваемых гипотез. 
Следует использовать глаголы исследованы, проверены, из-
мерены и т.п. 

Список литературы – библиографические ссылки на те 
книги и статьи, из которых были использованы эксперимен-
тальные данные, результаты или идеи. 

Для записи результатов большого количества однотип-
ных измерений удобно использовать таблицы. С их помощью 
удается избежать ненужной многократной записи обозначе-
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ния измеряемой величины, единиц измерения, используемых 
масштабных коэффициентов и т.п. В таблицы, помимо экс-
периментальных данных, могут быть сведены промежуточ-
ные результаты обработки этих данных. В заголовок таблицы 
заносятся размерности величин, характерные степени. Таб-
лицы чертятся с помощью линейки и карандаша (если отчет 
рукописный). В таблице указывается порядковый номер каж-
дого измерения. 

Более наглядными, чем таблицы, являются графики зави-
симостей исследуемых физических величин. Графики дают 
визуальное представление о связи между величинами, что 
крайне важно при интерпретации полученных данных, так 
как графическая информация легко воспринимается, вызыва-
ет больше доверия, обладает значительной емкостью. На ос-
нове графика легче сделать вывод о соответствии теоретиче-
ских представлений данным эксперимента.  

При построении графика следует учитывать следующие 
характеристики. 

Оси – графики, за редким исключением, строят в прямо-
угольной системе координат, где по горизонтальной оси (оси 
абсцисс) откладывают аргумент, независимую величину, а по 
вертикальной оси (оси ординат) – функцию, зависимую ве-
личину. 

Масштаб по осям – численное значение физической ве-
личины, соответствующее единичному отрезку. Оси необяза-
тельно должны содержать начало координат – обычно учи-
тывают минимальное и максимальное значение. При необхо-
димости выбирают логарифмический или двойной логариф-
мический масштаб. 

Подписи осей – название откладываемой величины, 
масштабный коэффициент. 

Шкала – подписи к осям в виде числового масштаба, с 
учетом масштабного коэффициента. Обычно выбираются 
некие «круглые» числа с минимумом знаков после запятой. 

Масштабная сетка – для удобства определения величин 
конкретных точек делают тонкие вертикальные и горизон-
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тальные линии, которые являются продолжениями отметок 
шкалы. 

Экспериментальные точки – должны быть отчетливо 
видны. Если на одном графике показаны несколько зависи-
мостей, их надо выделить точками разного вида (кружочки, 
ромбики, квадратики и т.д.). 

Проведение кривых – экспериментальные точки соеди-
няют плавной кривой, чтобы они в среднем были одинаково 
расположены по обе стороны от проведенной кривой. Если 
известно математическое описание наблюдаемой зависимо-
сти, то теоретическая кривая проводится точно так же. Пра-
вильно построенная кривая должна заполнять все поле гра-
фика, что будет свидетельством правильного выбора мас-
штабов по каждой из осей. Если же значительная часть поля 
оказывается незаполненной, то необходимо заново выбрать 
масштабы и перестроить зависимость. 

Погрешности измерений – вокруг проставленной экспе-
риментальной точки строят два отрезка, параллельные осям 
абсцисс и ординат. В выбранном масштабе длина каждого 
отрезка должна равняться удвоенной погрешности величины, 
откладываемой по параллельной оси. Центр отрезка должен 
приходиться на экспериментальную точку. 

Название – под графиком должно быть приведено его 
название, поясняющее, к чему относится изображенная зави-
симость. 

Все страницы, таблицы, формулы, схемы и графики 
должны быть пронумерованы (в порядке использования). В 
начале отчета обычно приводят содержание отчета. Если 
таблицы или графики имеют значительный размер и мешают 
связанному восприятию текста, их стоит вынести в Прило-
жения и дать на них ссылку в тексте. 
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12. Контрольные задания и вопросы 

1. Что такое абсолютная и относительная погрешности из-
мерения?  

2. Что такое приборная (систематическая), модельная и 
случайная погрешности?  

3. Что характеризуют средним значением и стандартным 
квадратичным отклонением? Как эти величины оценива-
ют исходя из экспериментальных результатов?  

4. Почему нормальное распределение чаще других встреча-
ется в эксперименте?  

5. Какой смысл придают понятиям доверительной вероят-
ности и доверительного интервала?  

6. С какой целью в окончательный результат многократного 
измерения вводят коэффициент Стьюдента?  

7. Как количественно оценивают приборную погрешность?  
8. Каким образом находят суммарную погрешность оконча-

тельного результата измерения, учитывающую прибор-
ную погрешность?  

9. Перечислите правила округления и записи окончательно-
го результата измерения в стандартной форме. 

10. Какую модель использует метод наименьших квадратов и 
как она связана с его названием? Каков алгоритм метода? 

11. С какой целью проводят статистический анализ результа-
тов эксперимента?  

12. Какая существует связь между коэффициентами Стью-
дента и собственно распределением Стьюдента?  

13. Опишите процедуру статистического сравнения двух 
значений одной и той же постоянной величины, получен-
ных в независимых измерениях.  

14. Как проверить гипотезу о совпадении двух независимых 
средних величин?  

15. Как проверить гипотезу о линейности экспериментально 
полученной зависимости? 

16. Перечислите основные требования к ведению лаборатор-
ного журнала и оформлению научного отчета. 
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